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CLASA a VIII-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Sa se determine numerele naturale n ce satisfac simultan
proprietatile:

a) catul impartirii lui n la 9 este un numar natural de trei cifre, toate cele
trei cifre fiind egale;

b) catul impartirii lui n 4+ 36 la 4 este un numar natural de patru cifre,
cifrele fiind 2, 0, 0, 9, nu neaparat in aceasta ordine.

Solutie Avem n = 9-111-a +r, unde a € {1,2,...,9} si r < 9 este
numar natural,

............................................................... 1 punct
36
decin < 9-999 + 8 = 8999 si apoi 2258,
............................................................... 1 punct
ceea ce arata ca [ 236} = 2009 sau 2090.
.............................................................. 2 puncte
. |n+36 .
Daca 1 = 2009, atunci n+ 36 = 4-2009+ ¢, unde ¢ € {0, 1,2, 3},

decin € {8000, 8001, 8002,8003}. Dintre acestea, doar 8000 convine, deoarece
catul impartirii numerelor 8001, 8002, 8003 la 9 este 889.

decin € {8324,8325,8326,8327}. Niciun un numar nu verifica prima cerinta,
deci n = 8000.

Problema 2. De o parte si de alta a planului triunghiului ABC' se con-
sidera punctele S si P astfel incat SA = SB = SC si PALPB1 PC1PA.
Stiind ca volumul piramidei PABC' este egal cu dublul volumului piramidei
SABC, sa se arate ca dreapta SP trece prin centrul de greutate al triunghi-
ului ABC.



Solutie. Notam cu O, respectiv H proiectiile punctelor S si P pe planul
(ABC). Fie G punctul de intersectie al dreptei SP cu planul triunghiului.

Din congruenta triunghiurilor SOA, SOB, SOC rezulta ca OA = OB =
OC, deci O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC'.

............................................................... 1 punct
Deoarece PA1(PBC) avem PALBC; inplus PH 1 BC, rezulta BCL(PAH)
de unde AH 1 BC. Analog BH 1 AC, deci H este ortocentrul triunghiului
ABC.

Daca O = H, atunci triunghiul ABC' este echilateral, punctele G, H, O coin-
cid si cerinta este demonstrata.

............................................................... 1 punct
Daca punctele O si H sunt distincte, atunci G, H, O sunt coliniare, deoarece
SO || PH si G € SP. Din conditia asupra volumelor rezulta 250 = PH, iar
din asemanarea triunghiurilor dreptunghice GOS si GH P obtinem

oG 1

................................................................. 2 puncte

Fie M mijlocul segmentului BC gi I" centrul de greutate al triunghiului
ABC'. Atunci triunghiurile AHT" §i OMT sunt asemenea, de unde % = %,
adica G =T, ceea ce trebuia aratat.

Problema 3. Pentru numerele reale a, b, ¢ notam x = |a| + |b| + |¢| si
y=la—2|+|b—2|+|c—2|

a) Sa se arate ca x +y > 6.

b) Stiind ca a, b, ¢ € [—1,3] si cad media aritmetica a numerelor a,b, ¢
este 1, sa se arate ca r +y < 10.

Solutie. a) Din inegalitatea modulului avem [t|+|t—2| > |[t—(t—2)| = 2
oricare ar fi numarul real .
............................................................... 1 punct

............................................................... 1 punct

L4+ (2—t) =2,

f)y=2—-2t <4.
............................................................... 1 punct
Vom arata ca daca a, b, ¢ € [—1,3] si a + b+ ¢ = 3, atunci unul dintre
cele trei numere este in intervalul [0,2]. Fie a < b < ¢. Este evident ca nu
putem avea a, b, c € [—1,0) sau a,b,c € (2,3].



Daca a,b,c ¢ [0,2], raman cazurile:

eabe[-1,0)¢ice (23

eac|[—1,0)sibce (23]

In primul caz avem a + b+ ¢ < 04 0+ 3 = 3, fals, iar in al doilea caz
avem a+b+c>—1+2+ 2 =3, fals.

Problema 4. Prin plane paralele la fetele sale, un cub se imparte in 27
de paralelipipede dreptunghice, dintre care exact doua sunt cuburi. Sa se
arate ca cele doua cuburi au muchii de lungimi egale.

Solutie. Fie A un varf al cubului. Muchiile din A sunt impartite de
planele paralele la fete in cate trei segmente. Intr-adevir, in caz contrar s-ar
folosi 26 de plane paralele la o fata sau 8 plane paralele la o fata si 2 plane la
o alta fata. Ambele cazuri produc 27 de paralelipipede cu o dimesiune egala
cu cea a cubului initial, deci niciun cub, fals.

............................................................... 1 punct

Notam cu xq, x2, x3; Y1, Y2, Y3 Si 21, 22, 23 lungimile segmentelor generate
pe muchiile din A. Observam ca

T1+To+x3=Y1 +Y2+ys =21+ 22+ 23, (1)

sumele reprezentand lungimea muchiei cubului.
............................................................... 1 punct
Daca cele doua cuburi au dimensiunile a # b, atunci a = z; = y; = 2z si
b=xp=ys=2z,cui#p jFqsik#r.

Fie u cel de-al treilea numar din multimea {1,2,3}\ {¢,p}, v € {1,2,3}\
{j,q} sit e {1,2,3}\ {k,r}. Relatia (1) devine

a+b+x,=a+b+y,=a+b+ z,

deci
Loy, = Yo = Zt,
.............................................................. 2 puncte
ceea ce arata ca printre cele 27 de paralelipipede mai exista un al treilea, fals.
............................................................... 1 punct



